Beweis des Rekursionssatzes

1 Rekursionslemma

Voraussetzung:
X #J und ac X und N : ={0;1;2, ...}
Fiir alle ne N ist V,, : X" --> X eine Abbildung.

Behauptung:

Fiir alle ne N gibt es genau eine Funktion

f: {0,...,n} -> X mit

der folgenden Eigenschaft (E):

f(0) =aund

f(k+1) = Viq1( £(0),...,f(k)) fiir alle 0 <=k < n.

Bemerkung:
f hdangt von n ab.

1.1 Beweis des Rekursionslemmas

I) Eindeutigkeit

Defintion:

B(n) <==>

f1: {0,...,n} -> X mit

der folgenden Eigenschaft (E):

f1(0) =aund
fl(k+1) = Vi1 ( £1(0),...,f1(k)) fiir alle 0 <=k < n.
und

f2: {0,...,n} -> X mit

der folgenden Eigenschaft (E):

f2(0) =aund

f2(k+1) = Vi1 ( £2(0),...,£2(k)) fiir alle 0 <=k < n.
==>f1 =2 (d.h: f1(1) = f2(i) fiir allei <n)

Zeige (mit Induktion)
Fiir alle ne N gilt B(n)

Beweis mit vollstandiger Induktion.
1) Induktionsvoraussetzung B(0)
Annahme:

Es gilt: f1(0) = aund f2(0) = a

also f1(0) = f2(0)



2) Induktionsvoraussetzung: B(i) fiir allei <n (IV)
Zeige B(n+1), zeige also:

f1: {0,...,n+1} -> X mit

der folgenden Eigenschaft (E):

f1(0) = aund

fl(k+1) = Vi1 ( £1(0),....f1(k)) fiir alle 0 < k < n+1
und

f2: {0,...,n+1} -> X mit

der folgenden Eigenschaft (E):

f2(0) = aund

f2(k+1) = Vi1 ( £2(0),...,£2(k)) fiir alle 0 < k < n+1
==>fl =2 (d.h: f1(i) = £2(i) fir allei < n+1)

aus:
f1(k+1) = Vi (f1(0),...,f1(k)) fiir alle 0 < k <n+1 (E1) und
f2(k+1) = Vi1 (£2(0),...,f2(k)) fiir alle 0 < k< n+1 (E2)

folgt:

f1(k+1) = Vi (f1(0),...,f1(k)) fiir alle 0< k<n und

f2(k+1) = Vi1(£2(0),...,f2(k)) fir alle 0 < k<n

Aus der (IV) folgt dann:

f1(1) = f2(1) firallei<n (Bl)

Aus (E1) und (E2) folgt:

fl1(n+1) = Vi (f1(0),....f1(n)) und f2(n+1) = Vi, 1(£2(0),...,£2(n))
Mit Hilfe von (B1) folgt dann:

fl(n+1) = f2(n+1), also: f1(i) = £2(i) fiir alle 1 < n+1

II) Existenz:

Definition:

B(n) :<==> Es existiert eine Funktion

f: {0,...,n} -> X mit

der folgenden Eigenschaft (E):

f(0) =aund

f(k+1) = Vi1 ( £(0),...,f(k)) fiir alle 0 < k < n.

Zeige (mit Induktion)
Fiir alle ne N gilt B(n)

1) Induktionsvoraussetzung B(0)
f={(0,a)} ist eine Funktion mit der gewiinschten Eigenschaft

2) Induktionsvoraussetzung B(n)
Zeige B(n+1), zeige also:

Es existiert eine Funktion

g: {0,...,n+1} -> X mit

der folgenden Eigenschaft (E):

g(0)=aund

g(k+1) = Vi1( g(0),...,g(k)) fiir alle 0 < k < n+1

Laut Induktionsvoraussetzung existiert eine Funktion



h: {0, .., n}-->X mit
h(0) = aund
h(k+1) = Vg1 (h(0),....,h(k)) fiir alle 0 < k <n.

Nun definiert man eine Funktion wie folgt:
g:{0,..,n+1} --> X mit:

g(k) :=h(k) fiirk<n

gn+1) := Viyy (h(0),....h(n))

Diese hat folgende Eigenschaften:

a)
g(0) =h(0) = a, also g(0)=a

b)

Falll: k<n

g(k+1) =h(k+1) = Vi1 (h(0),...,h(k)) = Viy1 (g(0),...,g(k))
also;

g(k+1) = Vi (g(0),...,g(k))

Fall2: k=n

g(k+1) = Vi (h(0),....,h(k)) = Vi:1(g(0).....g(k))
also:

g(k+1) = Vi (g(0),...,g(k))

Falll und Fall2 zusammenfasst gilt:

g(k+1) = Vyouq (g(0),...,g(k))

Also gibt es eine Funktion (ndmlich g)

g: {0,...,n+1} --> X mit der Eigenschaft (E)

1.2 Satz iiber Rekursionsabbildung

Voraussetzungen:
M={{0;1;..;n}IneN}
A = Menge aller Abbildungen von M nach X

Behauptung:

F:N--> A isteine Abbildung

mit Vorbereich (Definitionsbereich) von F(n) : = vb(F) (n) = {0,...,n}
und jedes F(n) hat die Eigenschaft (E)

Beweis:
F:= {(nf)l neNATf:{0,..,n}-->Xmitf(0)=an
f(k+1) = Vi1 ( £(0),...,f(k)) fir alle 0 <=k <n }

Nach dem Rekursionslemma gilt:
vb(F)={nldf(nf)e F} = N und
(nfl)e F A (nf2)e F ==>fl =f2 und
Damit ist f eine Abbildung:

F:N-> A



1.3 Satz (Eindeutigkeitslemma)
ne Nund meNund ke N ==> F(n)k) = F(k)(k)

Beweis:
1) n=0 klar

2) sonst:

Es gilt nach dem Rekursionslemma:

F(n)(k) = Vi(F(n)(0), ..., F(n)(k-1)) fiirk<n
und

F(m)(k) = Vi(F(m)(0), ..., F(m)(k-1)) firk<m

Es sei obdA: m <=n

also gilt auch:

F(n)(k) = Vi(F(n)(0), ..., F(n)(k-1)) firk<m

Da es laut dem Rekursionslemma eine eindeutige Funktion f auf {0, ..., m} gibt mit der
Eigenschaft (E) : f(k) = Vi(f(0), ..., f(k-1)) firk<m

muss gelten:

f = F(n) = F(m) auf {0, ..., m}

Da F(N) und F(m) auch die Eigenschaft (E) haben.
also gilt:

F(n)(k) = F(m)(k) fiir k <m

wihle m =k, dann gilt:

F(n)(k) = F(k)(k)



2 Rekursionssatz

Voraussetzung:
X #J und ac X und N : ={0;1;2, ...}
Fiir alle ne N ist V,, : X" --> X eine Abbildung.

Behauptung:

Es existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung f: N --> X mit:
f(0) =aund

f(n+1) = Vo1 (£(0), ..., f(n)) fiir ne N

2.1 Beweis

Definiere:
H:=[JF(@)

ieN
D) Existenz
Unterbehauptungl:
H:N->X
ist eine Abbildung.

Unterbeweis|:

Es sei : (k,x1)e H und (k,x2)e H

Zeige x1=x2

Es sei : (k,x1)eH

==> (k,x1)e UF(i) ==> il (k,x1)eF(il) ==> 3 il x1=F(il)(k)
ieN

Nach dem Eindeutigkeitslemma gilt:

F(i1)(k) = F(k)(k), also:

x1 = F(i1)(k) = F(k)(k), also:

x1 = F(k)(k)

Analog:

Es sei : (k,x2)eH

==> (k,x2)e U F(i) ==>312 (k,x2)eF(i2) ==> 312 x2=F(@12)(k)
ieN

Nach dem Eindeutigkeitslemma gilt:

F(G2)(k) = F(k)(k), also:

x2 = F(i2)(k) = F(k)(k), also:

x2 = F(k)(k)

Damit:
x2 = F(k)(k) = x1, also:
x2=x1

Unterbehauptung?2: (wird hier nicht gebraucht)
Vorbereich von H =vb(H) =N

Unterbeweis2:

vb(H) = vb(| J F (i) = vb([ J{0....i}) =N

ieN ieN



Unterbehauptung3:
H(n+1) = F(n+1)(n+1) fiir ne N

Unterbeweis3:

F(n)(n) =F(n)(n) ==>

(n, F(n)(n)) € F(n) ==>

(n, Fm)(m) € Fn) < [ JFG) ==>
(n, Fm)(n)) € UF(i) =>

(n, F(n)(n)) e H ==>

H(n) = F(n)(n)

Unterbehauptung4:
H(n+1) = V.1 (H(0), ..., H(n)) fiir ne N

Unterbeweis4:

Nach der Unterbehauptung3 folgt:

H(n+1) = F(n+1)(n+1) Nach dem Rekursionslemma folgt:
F(n+1)(n+1) = Vo (F(n+1)(0),...,F(n+1)(n))
Aus dem Eindeutigkeitslemma folgt:
V+1(F(n+1)(0),...,F(n+1)(n)) =
Vi1(F(0)(0),....F(n)(n))

Mit Hilfe der Unterbehauptung3 folgt:

Va1 (F(0)(0),....F(n)(n)) =

Vi (H(0),...,H(n))

also insgesamt:

H(n+1) = V41 (H(0),...,H(n))



IT) Eindeutigkeit:

Definition:

B(n) : <==>

f1: N -->X und

f1(0)=a

fl(m+1) = V.1 (f1(0), ..., f1(m)) fiir alle me N
und

f2: N -->X und

f2(0)=a

f2(m+1) = V,,.1(f2(0), ..., f2(m)) fiir alle me N
==> f1(n) = f2(n)

Zeige (mit Induktion)
Fiir alle ne N gilt B(n)

Beweis mit vollstandiger Induktion.
1) Induktionsvoraussetzung B(0)
aus f1(0) = a und f2(0) = a folgt:
f1(0) =12(0)

2) Induktionsvoraussetzung: B(i) fiir allei <n
Zeige B(n+1), zeige also:

f1: N -->X und

fl(0)=a

fl(m+1) = V,,.1(f1(0), ..., f1(m)) fiir alle me N
und

f2: N -->X und

f2(0)=a

f2(m+1) = V,,.1(f2(0), ..., f2(m)) fiir alle me N
==>fl(n+1) = f2(n+1)

Nach Voraussetzung gilt:

fl(m+1) = V4,1 (f1(0), ..., f1(m)) fiir alle me N und
f2(m+1) = V,,.1(f2(0), ..., f2(m)) fiir alle me N

Also folgt mit der Induktionsvoraussetzung:
==>f1(1) = 2() firallei<n

Nach Voraussetzung gilt auch:
fl(n+1) = Vo (f1(0), ..., f1(n)) =

und

f2(n+1) = Vi (2(0), ..., f2(n))
Da aber gilt:

fl1(i) =f2(i) firallei<n
folgt:

fl(n+1) =f2(n+1)
ged



